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Chapitre 3

Oscillateur 1D libre, dissipatif
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P~L Régime libre dissipatif
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= Approche energetigue

dH
E-‘#O

= Puissance dissipee
dH

dH

" ——==W(t) = —cx x> —

dt

= (mx + kx)x = —cx

m

L——» x(1)

mx + cx + kx

2 omi+cex+kx=0



=PFL Regime libre dissipatif

Régime libre de l'oscillateur élémentaire dissipatif

F+2lx+w@ix=0 (3.32)

Solution générale de I’équation différentielle
x = Ae" + Be™ (3.33)

aveC

r |
no=—A+4A? - 0}

- (3.34)
B = —A -\ A2 - o5
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Définition de la grandeur o,

of = |A* - w}| = of|n* -1 (3.35)



=P~L Regime libre dissipatif (Laplace)

Régime libre de l'oscillateur élémentaire dissipatif

X+2Ax+w;x =0 (332

X(s)(s% + 2As + w3) = Xo(s +21) + V,

s+ 21 1

X(s)=X |V
(s) 052+2/15+a)§ OSZ+2/15+a)(2)
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SZ+2/15+a)§=O—>51,2=—/1i\//12—a)(2)=—/1in\/772—1



=PFL Types d’amortissement relatif

SZ+2/15+w(2)=O—>51,2=—/1i\//12—a)§=—/1in\/772—1

n > 1 amortissement surcritique

= 1 amortissement critique
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n <1 amortissement sous-critique



=PFL Amortissement surcritique

n>1 = o = A2 -0 =03 /n?-1 (3.36)
Racines de I’équation caractéristique

(rl — _A« o i Cl)l
< (3.37)
er = _A« . 601

% = e_’“(A e’ + Be“‘”’) (3.38)
x(0) = Xp, x(0) = W

¥ = —eM[(A - w)Ae™ + (A +o)Be ™| (339)
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s+20 1 Xos + 21Xy + Vg
X(s) =X052 21s + w? VOS2 2As + w2 (s—1r)(s—1y) -
0 0 1 2




=PFL Amortissement surcritique

Constantes d’intégration correspondant aux
conditions initiales Solution du régime libre (amortissement surcritique) avec lacher

initial

:b\
|l

. > 0 [X()(A«+Q)1)+Vo] )«X LV
5 _11 (3.40) -x = e“’l’(XO ch wr + 4 0 sh a)lz‘) (3.41)
s |B= [Xo(/l—a)l)'i'V()] W
= | 2
O,
- *x, X
i %
= 0
7 e X(1)
2 1
2 |
= |
=
O 4 !
=1 Xof— | |
e | |
|
- oT + —
|
(1)




=PFL Amortissement surcritique

x(t) § (1)
X, (2)
S (3) %
=
CID - (4) {
-
s 0O
=
0,
0p)
0
% (5)
S )
? =
g (1)V0>O (2)‘/():0 (3)—XO§7<VO<O
g )
=

(4) — Xo(l 5 % CUI) < V() < —X()Ea)—%:

(5) VW < —Xo(/I T (Ul)



=PFL Amortissement critique
n =1

Racine double de 1’équation caractéristique

A== —A = —0 (3.43)

Solution du régime libre (amortissement critique)

x =(A+ Bt)e ™ (3.44)
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¥ =[(B-wyA) - wyBt]e™™ (3.45)

1



=PFL Amortissement critique

Constantes d’intégration correspondant aux
conditions initiales

A = X,
J (3.46)
On XO =4 VO

S
ll

Solution du régime libre (amortissement critique) avec lacher
initial

X = [XO T (Cl)() XO T Vo)l]e—wot (347)
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=PFL Amortissement sous-critique

n<1l = A -—w <0

Racines complexes de I’équation caractéristique

-A + j w

4 (j=~-1) @351

n = -A-jw

o
|l

Détinition de la pulsation propre w, de
[’oscillateur amorti
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w; = wy+1 — 1> (3.52)



=PFL Amortissement sous-critique

XoS + 2AXo +Vy XS + 24Xy + V - Xos + 21Xy + V)

X(s) = = —
(s) s2+2As+w§  SPH2As+ 22 - +wf (s+D?+of
s+ A AXy + 7V W
X(s) = X, -t —
(s+ 1)+ w; w;  (s+ )%+ w;

e " cos wt | S +a

(s + a)’ + @? |

e™ % sin @f | w

(s + a)® + 02

AXy + 7V
x(t) = Xge ™ cos(wqt) + —— =Mt

sin(w,t)
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=PFL Amortissement sous-critique

x = e M (A cos Wt + B sin a)lt) (3.53)

¥ =e (-2 A+ w B)coswit — (0 A+ A B)sinwgt) (3.54)

@®©

G

© Constantes d’intégration correspondant aux

’ conditions initiales

o

; A — XO

7 ‘g = A X+ W (3.55)

= O

=

©

S

> . P . . . i

=] Solution du régime libre (amortissement sous-critique) avec

= lacher 1nitial

o

>

_ AXy +Vy .
X = g ’“(XO COS Wt + L Y sin @t (3.56)

W1



=PFL Amortissement sous-critique

Autre forme de la solution

x = XeMcos(ot — @)  (3.57)

aveCl
| A Xy +V ’
X = \[X(% +[ 0 O)
< o (3.58)
A Xy + V)
gQ =
| W, Xo
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=PFL Amortissement sous-critique

Meécanique Vibratoire - SGM Bab - G. Villanueva

p/w,

Notion de pseudo-période

2T
I, = == 3.5
1 ~ (3.59)
lo T e P (3.60
— F > 1
- 1> Lo )

Notion de décrément logarithmique

A =Ly X0 (3.61)
n x(t + n Tl)
| .
= —Ipnerthh = )} T (indépendant de n)
n



=PFL Amortissement sous-critique
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X ¢

+x

p/w,

Lien entre décrément logarithmique et
amortissement relatif

A = 27”72 (3.62)
V1= 1
Tt am i OO
A
~— 81 N° <<
2T

(3.64)



£PFL Energie - cas sous-critique

-A

x = Xe ™ cos(wit — @) (3.57)

Quasi-quadrature entre vitesse et déplacement de 1" oscillateur
faiblement dissipatif (amortissement sous-critique)

x =-X e_’l’(/l cos(a)lt — (p) + sin(a)lt — (p)) (3.65)

—

Y —
= —X\[AQ + @i e~ M sin((ull‘— ¢+ N

= —wy, Xe M sin(a)lt - @+ (x) (3.66)

aveC
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n .



£PFL Energie - cas sous-critique

-A

x = Xe ™ cos(wit — ) (3.57)

X = -, XeHsin(of - ¢+ a) (3.66)

Energie cinétique de I’oscillateur dissipatif (amortissement
sous-critique)

1 .
T = —;-mxz = Ema)g X2 e-24 sin2 (@t — ¢ + )

Energie potentielle de I’ oscillateur dissipatif (amortissement
sous-critique)

1
V = -;—kx2 = -2—kX2 e 24 cos? (@t — @)
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£PFL Energie - cas sous-critique

IB =@ — g 1of
2 | Amplitude vs. time
Forme compacte de I’énergie totale (oscillant a la 0.5

pulsation 2 w;)

H = ﬁ(l + 7 sin 2( @yt - ,B))

Valeur moyenne décroissante de 1’énergie (€nergie
poten-tielle correspondant a I’enveloppe du déplacement)

H=Lpx?e?¥ = é—k (X e M )2 (3.71) . Energy vs. time

2
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£PFL Energie - cas sous-critique

Energie perdue par l'oscillateur entre O et ¢
AH, = Hy — H(t) (3.74)

Energie perdue pour un faible amortissement
relatif (n << 1)

AH! = Hy - H(1) = —;—sz(l - e?H) (3.77)

Energie perdue par I’ oscillateur entre 7 = #, et t = ¢,
pour un faible amortissement relatif (n << 1)
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0 7 7 1 7
AH> = H(t)) - H(1y) = 5kxz(e—w»n —e 22 ) = H(t)(1-e2%) (3.78)

22



